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Abstract 
In this paper, we generalise the well-known notion of Malcev-Neumann series with support 
in an ordered group G and coefficients in a field K (Neumann, 1949) to the notion of crossed 
Malcev-Neumann series associated to a morphism 0: G + Aut(K) and a 2-cocycle a. 
We first prove that the ring K,[[G, 0, LX]] of those series is still a division ring and (with some 
additional assumptions) that the rational ones s = CgeC s(g)g verify: If all the “monomials” 
s(g)g are in a same subdivision ring A of K,[[G, ~,a]], then so does s itself. 
We then use those results to compute some centralisers in division rings of fractions of skew 
polynomial rings in several variables and quantum spaces. 
0. Introduction 
Dans ce qui suit, nous adoptons les conventions suivantes: 
0 K est un corps commutatif. 
l G est un groupe ordonne (lineairement et totalement), c’est-a-dire st muni d’une 
relation d’ordre total notee I , telle que: 
(V((a,b,c)~G~) a<b * ac<bcetca<cb. 
l U: G + Aut(K) dtsigne un homomorphisme du groupe G dans le groupe des 
automorphimes de K et, si g E G, on note IT, son image par c. 
l a: G x G + K\(O) dbigne un 2-o-cocycle, c’est-a-dire une application verifiant la 
propriete suivante: 
On note A = K [G, CJ. LX] l’anneau construit a partir de K, G, o, a comme en theorie 
des produits croises. 
Comme dans la thtorie de Malcev-Neumann [S], il se plonge dans un corps gauche 
de series formelles qu’on note S = KM [[G, 0, E]]. 
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On note Q = K(G,o,a) le plus petit sous-corps de S qui contient A. Ses elements 
sont appeles les series rationnelles. 
On montre (cf. Paragraphe 1.3) que, lorsque Q est le corps de fractions de A, les 
series rationelles s possedent la propriete suivante: 
Si tous les monomes de s appartiennent a un m&me sous-corps D de Q (ne contenant 
pas forcement K), alors s appartient a D. 
Nous montrons ensuite comment ce resultat peut etre utilise pour calculer certains 
centralisateurs dans les corps de fractions des anneaux de polynomes tordus (en 
plusieurs variables) et des anneaux de coordonnbes des espaces quantiques multi- 
parametres sur K. 
Nous montrons en particulier que les centres de ces corps sont toujours des 
extensions transcendantes pures de degre fini de K ou d’un sous-corps de K et, dans le 
cas gentrique, que le corps de Weyl quantique D:‘(K) contient des sous-corps 
commutatifs maximaux extensions transcedantes pures de K, de degre de transcen- 
dance arbitraires entre 1 et IZ. Un phenomene analogue a deja ete observe dans le 
corps de Weyl classique D,,(K) (voir [3]). La preuve de ce resultat utilise le theoreme 
de Alev et Dumas [l] par lequel Djsr(K) est aussi le corps de fractions d’un certain 
espace quantique multiparamttrt. 
1. Series de Malcev-Neumann 
Dans tout ce qui suit, U designe un ensemble Cquipotent a G et g HI+ une bijection de 
G sur U. 
1.1. L’anneau A = K[G, a, a] 
On note A = K [G,o,ct] l’ensemble de toutes les combinaisons lineaires formelles 
a coefficients x(g) E K et dont le support Supp(x) = {g E GI x(g) # 0} est fini. 
On munit A d’une loi de groupe additif en posant: 
(v (x,Y) E AZ) (‘v’g E G) (x + y)(g) = x(g) + y(g). 
On munit A d’une multiplication distributive sur l’addition en posant: 
(V (a,b)E K2)(V (h,t) E G2) (auh)(bup) = am(b)ct(h,t)uw. 
(1) 
(2) 
On a done: 
(3) 
On montre, comme en thtorie des produits croisb (cf. [a]) 
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Proposition 1.1. (1) A est un anneau associatifunitaire d’dkment unit& 
1,4 = x(e, e)-lu, 
OL e dksigne 1’616ment neutre de G. 
(2) L’application K -+ A: a H aa(e, e)- ‘u, est un morphisme d’anneaux injectif, ce qui 
permet d’identijier K A un sous-corps de A. 
(3) L’application U + A:u, H lKug oti 1~ dksigne l’unitd de K est injective. Elle 
permet &identifier U b une partie de A. 
(4) Les identijications ci-dessus dtant faites, on a, pour g E G, h E G et a E K: 
l L’expression formelle x = aug de A n’est autre que le produit dans cet ordre de a par ug 
dans A. 
0 ug uh = a(g, h) ugh. 
l ug est inversible et (ug)-l = .z(g)ugml oh e(g) = a(g,g-I)-’ cc(e, e) E K\(O). 
1.2. Le corps S = KM [[G, 0, a]] 
On note C = K [[G, cr, a]] l’ensemble de toutes les skies formelles 
x= c x(g)% 
geG 
A coefficients x(g) E K, sans condition sur leur support, et on appelle skies de 
Malcev-Neumann les skies formelles ci-dessus dont le support est une partie bien 
ordonnte de G. 
On note S = KM [[G, 0, a]] l’ensemble de toutes les skies de Malcev-Neumann 
ci-dessus. 
La formule (1) du Paragraphe 1.1 permet encore de munir C d’une structure de 
groupe additif. Comme on a alors Supp(x + y) c Supp(x)uSupp(y), S est un sous- 
groupe additif de C. 
La formule (3) du Paragraphe 1.1 n’a en gCnCra1 pas de sens avec deux skies 
formelles x et y de C. Par contre, elle en a un lorsque x et y sont dans S car la somme 
qui apparait est alors finie (voir [S]). 
Elle permet alors de dtfinir le produit xy des deux skies formelles x et y et, comme 
Supp(xy) c Supp(x) Supp(y), on a xy ES. On montre alors facilement: 
Proposition 1.2. S = KM[[G, a, a]] muni de l’addition et de la multiplication ci-desus est 
un anneau unitaire contenant l’anneau A, et de mime unitd que A. 
Ditfinition 1.3. Une suite (x,), > I d’klkments de C est dite convergente si, pour tout 
g E G, la suite x”(g) d’kltments de K est stationnaire et, si on note x(g) la valeur 
commune prise par tous les xn(g) A partir d’un certain rang, la skrie formelle 
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x = &,c x(g) ug est appelee limite de la suite (x,), t I et est notte: 
x = lim x,. 
n’im 
On a immtdiatement: 
Lemme 1.4. Soit (x,), z 1 we suite convergente d’klkments de S, de limite 
x = lim,,+,x,EC. 
Soit y ES. Supposons que les supports de toutes les suites x,(n 2 1) soient contenus 
dans une m&me partie bien ordonnte X de G. Alors: 
(1) XES. 
(2) La suite (x,y), r 1 est convergente de limite xy. 
(3) La suite (yx,), 2 1 est convergente de limite yx. 
Ceci permet de montrer: 
Thborkme 1.5. S = &[[G,a,a]] est un corps. 
DCmonstration. Si s ES et si go est la borne inferieure de Supp(s), on a 
s = s(go)u,O(lA - t) oii t ES et a son support T contenu dans Gf = {g E G/g > e}. 
Comme s(go)u,O est inversible, il suffit de dtmontrer que y = lA - t est inversible. 
Posons, pour tout entier n 2 1 x, = 1, + t + ... +t” ES. On a, pour tout n, 
SUPP(X”) = T = IJn t 1 Tn et, par [S], ceci est une partie bien ordonnte de G. 
De plus, toujours par [S], on a 
(Vg EG)(3no 2 l)(Vn > no) g$T”. (*) 
On en deduit que la suite (x,), z 1 converge et, par le Lemme 1.4, que sa limite 
x appartient a S et que 
xy = lim x,y; yx = lim yx,. 
n-r+02 ti++OZ 
Si g E G et si n 2 1, on a x,y(g) = (lA - t”“)(g) = lA(g) - t”“(g) et, par (*), il existe 
no 2 1 tel que: n 2 no = x,y(g) = lA(g). On a done xy(g) = lim,, + m xny(g) = lA(g), 
de sorte que xy = 1,. On montre de m&me que yx = lA, ce qui acheve la demonstra- 
tion. 
Comme A est un sous-anneau de S, on en deduit: 
Corollaire 1.6. L’anneau A = K[G,a,a] est inttgre. 
1.3. Shies rationnelles 
Dbfinition 1.7. On note Q = K(G, CT, CI) le plus petit sous-corps de S qui contient A. 
Une serie s de S est dite rationnelle si elle appartient a Q, c’est-a-dire si elle se construit, 
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a partir dun nombre fini d’tltments de A par des operations rationnelles (addition 
soustraction, multiplication, division) it&es. 
Observation 1.8. Si A admet un corps de fractions a gauche, c’est-a-dire s’il verifie la 
condition de Ore a gauche pour le systeme multiplicatif de ses elements non nuls, on a 
Q = Fract(A) = {x-~Y~x EA\{O} y EA}. 
Lemme 1.9. Soit K1 un corps (gauche) et K2 un sous-corps (gauche) de K1. Soit Sz un 
ensemble non vide et V le K,-espace vectoriel 21 gauche des applications f: 52 -+ K1. 
Considerons, dans V, une Cgalite de la forme: 
1lfi + ... +&f, =fr+l (r 2 1) 
(Jwi E Kr pour 1 I i I r et fi E V pour 1 I i I r + 1). Supposons la fumille ( fi, . . . ,fi) 
K,-libre 21 gauche, et toutes les applications fi, . . . ,fr+I 21 valeurs dans K,. Alors 
2 1, . . . ,A, appartiennent 21 K,. 
D&monstration. Voir [4], Lemme A.II.2.5. 
Dans le cas oti A admet un corps de fractions, les series rationnelles possedent une 
propritte remarquable, a savoir: 
TbCorkme 1.10. Supposons que A possbde un corps de fractions, et considtrons une sbrie 
rationnelle s = &o s(g)u,. Supposons que tous les mon8mes s(g)u, (g E G) appartien- 
nent & un m6me sow-corps I3 de Q. Alors s ED. 
Dhmonstration. Par l’observation 1.8, on a une relation de la forme 
xs = y avec XEA\(O} et yeA. 
Posons x = x(hI)u,,, + ... + x(h,Juh., (m 2 1) ou les hi (1 I i I m) sont des elements 
distincts de G et les x(hi) (1 I i I m) des elements non nuls de K. 
D’aprb les regles de calcul dans S, on a, pour chaque g E G, 
(4) 
Pour chaque h E G, nontons /,,: G --+ S l’application define par g w/,(g) = s(hh’g)uh-19. 
Comme y est a support fini, l’egalite (4) montre qu’il existe une combinaison lineaire 
de la forme 
06 les hi sont des elements distincts de G, les Ri (= x(hi) urJ des elements non nuls de S, 
qui soit nulle sur le complementaire dune partie finie F de G. 
Choisissons, pour la suite de la demonstration, une telle combinaison lintaire avec 
m minimal (wt 2 1). Si m = 1, s est a support fini et le theoreme est evident. 
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Supposons done m 2 2. Posons 52 = G\F, et notons I/ le S-espace vectoriel 
a gauche des applications: v:s2 -+ S. Pour 1 < i 5 m, notons vi la restriction de 8,+ a Sz, 
de sorte que Aivi + ... + ;L,v, = 0, et done que 
v, = /AlVl + *.. + .&-1V,-i avec pi = -J.,‘AiES\{O). (5) 
11 resulte de la minimalite de m que (vl, . . . , v,_ J est une famille libre de I’. 
Pour chaque geQ et i~(l, . . . ,m}, on a vi(g) = k’,(g) = s(h;‘g)Uh;lg E D par hy- 
pothese. On done, par le Lemme 1.9, 
pi ED\(O) pour 1 I is m - 1. 
Posons pL, = - 1, x’ = C1 sirmpLi et y’ = x’s On va successivement montrer que 
X’E D\(O) et Y’E D. 
Supposons au contraire que x’ = x1 si ~,cli = 0 et posons 
Ei=Uh,piUhyl (1 Ii<m). 
On a alors C 1 si em EiUh, = 0 et on obtiendra une contradiction si on prouve que 
si E K\(O) pour 1 I i I m. Comme les ,Ui sont non nuls et comme E, = - 1, il suffit de 
montrer que &i f K pour 1 5 i I m - 1. 
Pour 1 I i I m, considtrons l’element vi de V defini par: 
(vg EQ) 4(g) = %,ui(g)ug-‘. 
La liberte de la famille (vi, . . . ,v,_i) entraine facilement celle de la famille 
(vi, . . . , &_ I}, et l’egalite (5) s’ecrit: 
D’oti, apres multiplication a droite par ~~-1, l’egalite: 
v:, = Elv; + ... + E,_lr$_i. 
Ona,pourl<i<metgEG, 
On a done bien, par le Lemme 1.9, si EK pour 1 I i s m - 1, de sorte que x’ E D\(O). 
Montrons maintenant que y’ = x’s ED, ce qui prouvera que s = (x’)-’ y’ ED. On 
a %,Y’ = 11 ~i~mUh,kS = CI _ 4i sm&iUhiS. Les r&jeS de calcul dans S IIIOntrent que 
Si g E 0, cette Cgalite s’tcrit encore 
(uhmY’) (9) % = c EiUh,vi(g) = 0 par (% 
lsism 
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On en deduit que uL,y’ = &(u,,y’) (g) ug, d’ou: 
Y’ = c uh;vuh,Y’) (9) ug = c 1 w(K lg) Uh, lg. 
gsF gsF 1 sism 
Comme IFI < 00, pi ED et s(h; ‘g) uh, ‘, ED pour 1 I i I m, on conclut que y’ ED, ce 
qui achbve la demonstration. 
2. Cas ou G est abelien 
Dans tout ce qui suit, nous supposons le groupe ordonnb G abelien et nous utilisons 
le Theoreme 1.10 pour decrire les centralisateurs dans Q des parties de KuU. 
2. I. Les resultats generaux 
Proposition 2.1. A = K [G, o, cc] admet un corps de fractions et Q = K(G,o,a) = 
Fract(A). 
D(?monstration. 11 s’agit de montrer que, si (a, b) E (A\{0})2, il existe (c, d, e, f) E (FI\{O})~ 
tels que ca = db et ae = bf 
Quitte a remplacer G par son sous-groupe ngendre par Supp(a)uSupp(b), on peut 
supposer qu’il est de type fini. 
Le groupe G ttant ordonne, il est sans torsion. C’est done un groupe abelien libre de 
rang fini r. On voit alors facilement que A est isomorphe a une extension de Ore it&e 
de la forme K [ yf ‘I[ y : ‘, r2] . . . [ y' ‘, z,] oti les Zi (i 2 2) sont des automorphismes de 
K[yV:‘] ... [yi~‘~,Zi_l]. 
C’est done un anneau integre noethtrien, d’ou le resultat. 
Proposition 2.2. Soit X une partie de K\(O), Y une partie de U, et C le centralisateur 
dans A de Z = XuY. Posons: 
k = KnC, et 
H = {h~GI(31,,~K\{O})tqu;, = ~Z,,U,,EC}. 
(On definit ainsi une bijection g HU$ de H sur une partie U’ du groupe des elements 
inversibles de A). Alors 
(1) H est un sous-groupe de G. 
(2) k est un sous-corps de K et, pour chaque h E H, oh induit, par restriction un 
automorphisme de k qu’on note encore o h. On note encore o: H + Aut(k) l’homomor- 
phisme h H oh. 
(3) C est l’ensemble des combinaisons lineaires jinies de la forme c = ChEHchu6, 
21 coefJicients ch dans k. 
De plus, tout element c de C admet une ecriture unique de cette forme. 
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DCmonstration. (1) (i) 1, = a(e, e)- ‘u, E C *e E H. 
(ii) Soient hl, h, deux elements de H, de sorte que u& = &,,u~, et u;Iz = A,,, u,,, 
appartiennent a C avec (A,, , &J E (K\ (0))‘. 
Alors #k,#AI = &,(Th,(&,) ~(hi, hz) &,h, E C avec &,~&+(hl, hz) E K\(O), de SOrte 
que hlhz E H. 
On a &galement: (ub,)-’ = u<,‘A;,’ = E(hI)uh;l(~h,l)uhTLEC aVeC E(h&~~;l(&~) E 
K\{O}(Proposition l.l), de sorte que h;’ E H. 
Ceci montre que H est bien un sous-groupe de G. 
(2) Posons L = {e E G 1 u( E Y}. 11 est evident que k est un sous-corps de K, et qu’il 
est dtfini par: 
k = {a~Klo&) = a V8 EL}. 
Si g E G, L’ EL et a E k, on a, puisque G est abelien: 
Of (o,(a)) = 09 (cc (a)) = o&4 
De la, on deduit que cr9 induit un automorphisme de k pour tout g E G. 
(3) Soit c = CSsG c(g)u, un element de C. 
Si a E X, l’egalitb cu = UC entraine c(g)u,a = w(g) ug pour tout g E G. Si 6’ EL, 
l’egalite cz+ = U~C entraine, compte tenu du fait que G est abelien, que 
c(g)u,z+ = u[c(g)u, pour tout g E G. 11 en resulte que c(g) ug EC pour tout g E G et 
done, par definition de H, que Supp(c) c H. Si h E H, on peut ecrire c(h) uh = chub avec 
c,,=C(h)&%K.Deplus,onac,=C(h)&,u;-i E C puisque c(h)& et u; appartiennent 
a C. Ainsi, c est une somme finie de la forme ChsHc,& a coefficients c,, dans k. 
Cette Ccriture est unique car la famille (ujJhsH est libre dans A consideri: comme un 
K-espace vectoriel a gauche. 
Enfin, il est evident que toute somme finie du type ci-dessus appartient a C, ce qui 
acheve la demonstration. 
Thitorkme 2.3. PlaGons-nous sous les hypotheses de la Proposition 2.2, dont nous 
reprenons les notations. Alors. 
(1) I1 existe un 2-a-cocycle j3: H x H + k\(O) tel que C = k[H, cr, b]. 
(2) C udmet un corps de fractions 
Fract(C) = k(H, 0, p) c Q = K(G, CT, LX) = Fract(A). 
(3) Ce corps de fractions est le centrulisateur de Z duns Q. 
Dtmonstration. (1) Si hi et hz appartiennent a H, on peut ecrire u~~u~~ = P(h,, h,) uh$, 
avec, puisque u;,, t& et u&, appartiennent a C, B(h,, h,) E Kr\C\{O} = k\(O). 
11 resulte de l’associativite de la multiplication dans A et du fait que &a = oh(a)& 
pour tout h E H et a E k, que l’application /I: H x H + k\(O) definie ci-dessus est un 
2-o-cocycle et, par le (3) de la Proposition 2.2, on a C = k[H,a, p]. 
(2) Resulte de (1) et de la Proposition 2.1. 
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(3) 11 est clair que Fract(C) est contenu dans le centralisateur de Z dans Q. Soit s un 
element du centralisateur de Z dans Q et soit s = &EG~(g)~g son developpement en 
serie de Malcev-Neumann (Section 1.2). 
Compte-tenu des regles de calcul dans S = KM [[G, 0, a]], on montre, comme dans 
la preuve du (3) de la Proposition 2.2, que s(g) ug E C pour tout g E G. 
On en deduit, par le Theoreme 1.10, que s E Fract(C), ce qui acheve la demonstra- 
tion. 
2.2. Cas des anneaux de polynBmes tordus 
Nous examinons ici ce que devienment les rtsultats du Section 2.1 dans le cas 
particulier ou G = Z” (n E N\(O)) et ou CI est le cocycle trivial (a(p,q) = 1 
(V (p, q) E 27” x T’)). 11s sont justifies par le fait que E”, muni de l’ordre lexicographique 
est un groupe ordonne au sens defini dans l’introduction. 
2.2.1. Cas g&i-al 
Soit un entier n 2 1, et soit (or, ,.. ,(T,) une suite de n automorphismes du corps 
commutatif K, qui commutent deux a deux. 
Notons R = KIY1, . . . , Y,; aI, . . . , a,] l’anneau des polynomes tordus a coefficients 
dans K en les n variables commutatives Y1, . . . , Y, soumises aux conditions: 
Yia = oi(a) Yi (1 I i I n, a E K). 
On sait que R est un anneau intbgre et noetherien (c’est une extension de Ore ittree de 
K). 11 possede done un corps de fractions qu’on convient de noter: 
Q = K(Y1, . . . , Y,; cl, . . . ,qJ. 
Soit X une partie de K\(O), Y un ensemble de monomes de la forme YT’ , . . Y 2 (qi E Z) 
et Z = Xu Y. Soit a decrire le centralisateur C,(Z) de Z dans Q. Posons 
k = {aEKIaT1 . ..a.(a) = a(V(q,, . . . ,q,)Ez)“t.q. Yyl... Y:EY)}etH= ((pl, . . . . p,)~ 
Z”I crT1 . . . g?(x) = x (Vx EX)}. 11 est evident que k est un sous-corps de 
K (k = KnCQ(Z)) et que H est un sous-groupe de Z”. 
H est done un groupe abtlien libre. Soit r son rang et (h, = (P~,~, . . . ,pl,J, . . . , 
h = (PI,12 ... ,P,,n)) une de ses bases (pi, j E Z, 0 I Y I n). Posons 
z1 = ,;I,, . . Y;l+, . . . ,z, = Y3.l . . . Y:,n. Ce sont des elements de Q qui commutent 
entre eux et qui verifient: 
Zja = zj(a)Zj (1 <j I Y, a EK), oti 
zj = +I . . . a:- E Aut(K). 
On montre, comme dans la preuve de la Proposition 2.2, que chaque rj induit un 
automorphisme de k, qu’on note encore rj, de sorte que le sous-anneau R’ de 
Q engendrt par k et les Zj, est l’ensemble de toutes les combinaisons lineaires fines de 
162 G. CauchonlJournal of Pure and Applied Algebra 107 (1996) 153-169 
la forme 
c %,, P, zy . . . z: (UP,, ,P,) Ek). 
(P,, ,P,W' 
On a alors: 
Proposition 2.4. (1) La famille des mono^mes (Zyl . . . ZF),pl, ,.,,p,,ENr est libre duns 
Q considkd comme un k-espace vectoriel A gauche, de sorte que R’ n’est autre que 
l’anneau de polyno^mes tordus: 
R’ = k[Z,, . . . ,Z,; zl, . . . ,z,]. 
(Les Zj commutent entre eux car les pi commutent entre eux.) 
(2) C,(Z) = Fract(R’) = k(Z1, . . . ,Z,; zl, . . . , z,). 
Dbmonstration. R est contenu dans l’anneau A = K[Y: ‘, . . . , Y +‘; CT~, . .. , cr,] des 
polynBmes de Laurent tordus g coefficients dans K, en les n variables commutatives 
Y 1, ... 9 Y,, soumises aux m&mes conditions que ci-dessus, et Q est aussi le corps de 
fractions de A. 
L’anneau A peut &tre considtrt comme le produit croisi: K [Z”, D, a] oti: 
l CJ est dCfini par: 
Q(p,, ,,, ,pn) = o? ... 03 (~(Pl, ... ,Pn) EV. 
0 CI est le cocycle trivial. 
0 Si p = (pi, . . . ,p,) ET7”, up = YT1 . . . Y?. 
On a alors Z1 = uh,, ,__ ,Z, = uh, et, si (PI, . . . ,p,) Ezr, ZT1 . . . ZF = uh oh 
h =plhl + ... +p,h,EH. 
Appelons C le centralisateur de Z dans A, et observons que: 
(i) k = KnC. 
(ii) Si h EZ~ et 1 EK\{O}, on a: 
(&EC)O(AEketUhEC). 
(Ceci rtsulte du fait que CI est le cocycle trivial). 
(iii) Si h ET?, on a: 
(u,,EC)e(hEH). 
11 en rtsulte que la Proposition 2.2 s’applique avec k et H d&finis comme ci-dessus, et 
U; = u,, pour tout h EH. 
On en dCduit (Proposition 2.2(3)), compte tenu du fait que l’application 
(P 1, . . . ,p,) wh = plhl + ... + plh, est une bijection de Z’ sur H, que C est l’ensemble 
des combinations 1inCaires finies de la forme 
c= c UP,, ,P, zy . . . z:. 
(PI, ,P,W’ 
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a coefficients aP,, ,, p , , dans k, et que tout element c de C admet une ecriture unique de 
cette forme. 
De la, on deduit l’affirmation (1) de la proposition a demontrer, et le fait que C est 
l’anneau des polynomes de Laurent tordus: 
C = k[Z:‘, . . . ,Z+‘; zl, . . . ,z,]. 
On a alors, par le Theoreme 2.3, 
C,(Z) = Fract(C) = Fract(R’), ce qui acheve la demonstration. 
Corollaire 2.5. Le centre du corps Q = K(Y1, . . . , Y,; CJ~, .. . , CJ,) est une extension 
transcendante pure k( T1, . . , Td) du corps k = {u E K ) ai = a (Vi E (1, . . . , n})}, de 
degrb d E{O, . . . ,n}. 
Dkmonstration. Appliquons la Proposition 2.4 avec X = K\(O) et Y = {Y i, . . . , Y,}, 
de sorte que C,(Z) n’est autre que le centre de Q. Comme c’est un corps commutatif, 
tous les ri sont tgaux a Idk, ce qui acheve la demonstration. 
2.2.2. Application aux corps de Weyl classiques 
Etant donne un corps commutatif k et un entier n 2 1, considtrons l’algebre de 
Weyl A,(k) = k[X1, . . . ,X,; Y 1, . . . , Y,] ([ Yi, Xj] = 6,), et son corps de fractions, le 
corps de Weyl D,(k) = Fract(A,(k)). 
Pour 1 I i I JZ, posons ti = YiXi. tl, . . . , t, sont n elements de A,(k) qui commutent 
entre eux et qui sont algebriquement independants sur k. Le corps de Weyl D,(k) 
contient done le corps des fractions rationnelles 
K = k(t,, . . ,t,). 
Pour 1 I i I n, on a Yiti = (ti + 1) Yi et, si j # i, Yitj = tjYi. De plus, la famille des 
monomes (Y? . . . YS.)(p,, ...,p.)GN n est libre dans D,(k) consider+ comme un k - espace 
vectoriel a gauche, de sorte que le sous-anneau de D,,(k) engendrt par k et les Yi 
(1 I i I n) n’est autre que l’anneau de polynomes tordus R = k(t,, . . . , t,) [Y 1, . . . , Y,; 
01, ..’ > CT,] oh, pour 1 I i I n, Ci est le k-automorphisme de K = k(t,, . . , t,) dtfini 
par: 
oi(ti) = ti + 1 et oi(tj) = 0 si j # i. 
On a immediatement D,(k) = Fract(R), de sorte que la Proposition 2.4 s’applique a la 
description des centralisateurs dans D,(k) des elements o de K = k(t,, . . . , t,) (c’est-a- 
dire des operateurs eultriens si on est en caracteristique nulle, si Xi est l’operateur 
“multiplication par xi” dans l’algebre des polynomes k[xl, . . . ,x,1, et si Yi = d/dxi). 
Par exemple, calculons le centralisateur dans D,(k) de 
w = tl + ... + t, = YlXl + ... + Y,X,. 
11 suffit d’appliquer la Proposition 2.4 avec X = {w} et Y = 8. 
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Alors k = K, et 
H = [(pi, . . . ,&JEzyrJ;’ . . . a;(o) = o} 
= C(P1, ..’ ,Pn)EU~ + (Pi + ... + P,)Ik = cJ> 
= C(P1, ... ,Pn)E~“l(PI + ... +Pn)lk=Ok). 
Si k est de caracteristique nulle, on a done 
H = {(p,, . . . ,pn)EZ”lpl + ... + pn = O}. 
C’est le sous-groupe de Z” de base ((l,O, . . . ,O, - l), . . . , (0, . . . , 1, - 1)) et on a: 
Propritti! 2.6. (CO = tl + . . . + t, = YlXl + ." + Y,X,). 
Si k est de caracteristique nulle, le centralisateur de w dans D,(k) est le corps de 
fractions rationnelles tordues: 
C,&4 = W,, . . . ,r,)(YJ,‘, . . . ,Y,-1K’; 71, . . ..r.-1) 
oh, pour 1 I i I n - 1, Ti est l’automorphisme de k(t,, . . , t,,) dtfini par 
zi(ti) = ti + 1, ri(t,) = t, - 1 et Zi(tj) = 0 sij # i et j # II. 
Si k est de caracteristique p > 0, on a 
H = {(PI, ... ,p.) l Z”lp divise p1 + ... + p,}. 
C’est le sous-groupe de Z” de base ((LO, . . . , 0, - l), . . . , (0, . . . ,O, 1, - l), (0, . . . , 0, p)), 
et on a: 
Propriktb 2.7. (w = tl + ... + t, = YIXl + ... + Y,X,). 
Si k est de caracteristique p > 0, le centralisateur de w dans D,(k) est le corps de 
fractions rationnelles tordues: 
c,,c,,(~)=k(tl,...,t,)(YlY,l, . . ..Y.-IK’,Y:; ~1,...,+1,4 
ou, pour 1 I i I n - 1, Zi est l’automorphisme de k(t,, . . . , t,) defini comme dans la 
.r r 
Propriete 2.6, et ou z, = Idkctl, ,, ,t,j. 
2.3. Cas des espaces quantiques multiparam~trth 
Nous examinons ici ce que deviennent les resultats du Paragraphe 2.1 dans le cas 
particulier ou G = H” (n E N \{O}) et ou 0 est le morphisme trivial (es = IdK (Vg E G)). 
2.3.1. Cas gthbal 
Soit un entier n 2 1 et /I = (ltij)l <i, j<n une matrice carree d’ordre n a coefficients 
non nuls dans le corps commutatif K, et verifiant: 
(QI) A,i = 1 (v’i), 
(Qz) Aj,i = ATf (v (hj)). 
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On appelle (cf. [6]) espace quantique multiparamttre par la matrice A, construit sur 
K, la K-algebre associative unitaire 
R = K,[Y1, . . . , Y,] 
engendree par les indeterminees Y r, . . . , Y, soumises aux relations de commutation 
suivantes: 
YiYj = li,jYjYi (V(i,j)). 
On sait que R est un anneau integre et noetherien (c’est une extension de Ore it&e de 
K). 11 posdde done un corps de fractions qu’on convient de noter: 
Q = KAY,, . . . > Y,). 
Soit 2 un ensemble de monomes de la forme Y y1 . . . Y > (qi E Z), et soit a decrire le 
centralisateur C,(Z) de Z dans Q. Posons H = ((p,, . . . , pn) E Z” 1 Y T1 . . . Y: commute 
avec tous les elements de Z>. Les elements de K &ant centraux dans Q, il est evident 
que H est un sous-groupe de Z”. Soit r son rang et (h, = (pr, i, . . . ,pl,.), . . . , h, = 
b-%,1, *.. , pr,J) une de ses bases (pi, j E Z, 0 < r I n). Posons Zr = Y :‘.I . . . Y El,‘, . . . , Z, = 
Y3.1 . . . Yf’,n. Ce sont des elements de Q\(O) qui possbdent la propriete suivante: 
(V(i,j) E{l, . . . ,r}‘) (30i.j EK\{O}) (ZiZj = 8ijZjZi), et 0 = (ei,j)i si,jSr est une ma- 
trite carree d’ordre r, A coefficients dans K\(O), qui verifie: 
(Qd 0i.i = 1 Wi), 
(Qz) 0j.i = eiT,’ Wi,j). 
Comme les elements de K sont centraux dans Q, le sous-anneau R’ de Q engendre par 
K et les Zj est l’ensemble de toutes les combinaisons lintaires fines de la forme 
c UPI, . . . ,P, zy . . . zp bP1, ,P,) Em. 
(P,, ,P,W' 
On a alors: 
Proposition 2.8. (1) La famille des mon6mes (Z?l . . . Z?) (p,, ,,, ,p,)ENr est libre duns 
Q consid6r6 comme un K-espace vectoriel 21 gauche, de sorte que R’ n’est autre que 
I’espace quantique multiparambtrb: 
R’ = Ko[Z1, 1.. ,Z,]. 
(2) C,(Z) = Fract(R’) = Ko(Z1, . . . ,Z,). 
DCmonstration. Notons A = KA [ Y : I, . . . , Y ,,, ‘1 le sous-anneau de Q engendre par 
R et les inverses des Yi (1 I i I n). Comme R c A c Q, Q est aussi le corps de 
fractions de A. 11 est immtdiat que la famille des monomes (YTl, . . . , Y:)(,,, ,,, ,Pn)EZn 
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est une base de A considere comme un K-espace vectoriel, de sorte que A peut etre 
considtre comme le produit croise K [Z”, G, a] 06: 
l G est le morphisme trivial, 
0 Si p = (pi, . . . ,~.)Ej2~, up = YT1 . . . Y:, 
0 Si p = (pi, . . . ,p,) et 4 = (ql, . . . ,qn) appartiennent a H”, on a c&q) = (12:‘) 
(@“1l ,I??) . . . (,?$;l . . ,?;:,4”:i) E K\(O). 
Alors 21 = U+ . . . ,z, = t(h, et, si (PI, . . . ,P,)Ez?, z;l . . . zp, = &@I, . . . ,p,.)nh ou 
h = plhl + ... + P$,EH et 4~1, . . . ,PJEK\{O}. 
Appelons C le centralisateur de Z dans A, et observons que: 
(i) K = KnC. 
(ii) Si h EZ” et ,? E K\(O), on a: 
11 en rtsulte que la Proposition 2.2 s’applique avec k = K, H dtfini comme ci-dessus, et 
n; = nh pour tout h EH. 
On en deduit (Proposition 2.2(3)), compte tenu du fait que l’application 
(P 1, . . . ,p,) Hh = plhl + ... + p,.h, est une bijection de Z” sur H, que C est l’ensemble 
des combinaisons lineaires finies de la forme 
C= c UP,, ,P, zy . . . zg,. 
(P,, ,P,W’ 
a coefficients up,, , p , dans K, et que tout element cde C admet une ecriture unique de 
cette forme. 
De la, on deduit l’affirmation (1) de la proposition a demontrer et le fait que 
C = K,[Z:‘, . . . ,Z+‘]. 
On a alors, par le Theo&me 2.3, 
C,(Z) = Fract(C) = Fract(R’), ce qui acheve la demonstration. 
On en deduit, comme dans le Paragraphe 2.2.1: 
Corollaire 2.9. Le centre du corps Q = Kn( Y1, . . . , Y,) est me extension transcendante 
pure K(T1, . . . , Td) du corps K, de degrb d E (0, . . . , n}. 
2.3.2. Application aux corps de Weyl quantiques 
Soit un entier n 2 1,q = (ql, . . . ,q,,)E(K\{O, l})“et r =(yi,j)r <i<j<nunefamillede 
n(n - 1)/2 elements de K\(O). 
Considerons l’algebre de Weyl quantique [7] 
Air(K) = K [X,, . . . ,X,; Y1, . . . , Y,] 
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emgendrte par les indetermintes X1, . . . ,X,, Yr, . . . , Y, soumises aux relations de 
commutation ci-dessous, pour 1 I i < j I n, 
YiYj = yi,jYjYi, 
XiXj = qiyi, jXjXi, 
XiYj = YiTj’ YjXi, 
XjYi = qiyi,jYiXj, 
XjYj = 1 + C (qi - 1) YiXi + qjYjXj. 
lsi<j 
et son corps de fractions, le corps de Weyl quantique 
Dfr(K) = Fract(Afr(K)). 
Pour 1 I j I n, posons 
Zj = XjYj - YjXj = 1 + C (qi - 1) YiXi EA~r(K). 
l<i<j 
On sait que les Zj commutent entre eux et vtrifient [4]: 
ZjYi = 
i 
YiZj si j < i, z,x, = 
qiYiZj Si j2i, ’ ’ i 
XiZj si j < i, 
4,: ‘XiZj si j 2 i. 
On sait aussi que la sous-algebre unitaire R de Afr(K) engendree par les Yj et les Zj 
(1 < j I n) n’est autre que l’espace quantique multiparametre construit sur K, en les 
2n variables Y 1, . . . , Y,, Zr, . . . , Z, soumises aux relations de commutation precisees 
ci-dessus. 
On a immtdiatement D!‘(K) = Fract(R), de sorte que la Proposition 2.8 s’ap- 
plique a la description des centralisateurs dans D, “’ des monomes en les Yj et les Zj. 
De meme le Corollaire 2.9 permet d’enoncer, sans hypothese supplementaire sur les 
qi ni sur les yi,j: 
Proposition 2.10. Le centre du corps de Weyl quantique Dfr(K) est une extension 
transcendante pure K(T1, . . . , T,,) du corps K, de degrt d E (0, . . . ,2n}. 
Supposons maintenant que les qi (1 I i I n) et les yi,j (1 < i < j < n) forment une 
partie libre du groupe multiplicatif K\(O). (C’est par exemple le cas si K est un corps 
de fractions rationnelles en les indtterminees qi et yi,j sur un corps commutatif k.) 
Soit L E { 1, . . , n}, et soit a calculer le centralisateur de oe = Yc . . . Y, dans D!‘(K). 
On a, pour i < /, OfYi = &iYifBe avec Ei = yETi . . y,yi. 
On a o,Y( = s(YCe+ avec E( = y,d+ r . . . y,. . 
Oil a, pOUrj > cf, O,Yj = EjYjCc)/ ?lV’X Ej = Ye,j . . . yj-l,jy,Ti+!+ . . . yJ;,,l. Oil a, POLK 
j < 8, OIZj = ZjO,. On a, pour j 2 8, W,Zj = 4; ’ . . .qy ‘Zj CO{. 
Soit m = Yyl .., Y? Zy . . . Z> avec (pl, . . . ,pn, rl, . . . ,r,) EifZn. On a we m = A.mw, 
avec 
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Ceci est un ClCment du sous-groupe multiplicatif de K\(O) engedri: par les qi et les 
7i.j. Pour i < e, l’exposant de yi,c est -pi. Pourj > e, l’exposant de Yc,j est pj - pL. Les 
exposants de qc, qe+ 1, . . . , qn sont respectivement: 
-(re + re+1 + ... + r,), -(rt+1 + ... + r.), . . . , --I,. 
Si in commute avec coL, tous ces exposants ont nuls, et on a 
Pl = ... =plpl =O, pe=pe+l = ... =pn, r,=r,,I = ... =r,=O, 
de sorte que 
m= Y:... YiZl . ..Zp.i (s=p,= ... =pnEiZ). 
Inversement, si m est de cette forme, on a m = p o:Z’,l . . . ZF:t (p EK\(O}) de sorte 
que, puisque Z1, . . . , Z,_ 1 commutent avec op, m commute avec o(. 
Par suite, 
H = ((p,, . . . ,pn, rl, . . . ,r,) EZZnl Yfl . . . Y$Z;l . . . Z> commute avec 0+} 
est le sous-groupe de H2” de base (ec + ... + e,, e,, 1, . . . ,e,+,_ 1) oti (ei)l <i 52n dt- 
signe la base canonique de z”‘. 
On en dtduit, par la Proposition 2.8 et compte tenu du fait que w(, Zl, . . . , Z,_ 1 
commutent deux A deux, que: 
PropriCtk 2.11. Supposons que les qi (1 I i I n) et les yi, j (1 I i < j I n) forment une 
partie libre du groupe multiplicatif K\(O), et soit un entier 8 compris entre 1 et n. 
Le centralisateur dans Dfr(K) de w, = Yc . . . Y, est le corps des fractions 
rationnelles A / indtterminkes, $ coefficients dans K: 
K(w, Z1, ... ,z-1). 
On en dkduit 
Corollaire 2.12. Reprenons les hypotheses et les conventions de la Propribtb 2.11 Les 
corps K(cL+,z~, . . . ,Zc_ I) (1 I e I n) sont n sous-corps commutatijs maximaux de 
D f r(K). Ce sont des extensions pures de K, de degrks de transcendance respectifs 
1 , . . . ,n. 
Observation 2.13. Suns aucune hypothese sur les qi ni sur les ii,j, tout element o de 
Dzsr(K)\K est transcendant sur K. 
Dbmonstration. Soit L un corps commutatif quelconque contenant K. L’anneau 
Air(K) OK L s’identifie naturellement A l’algbbre de Weyl quantique 
AfF(L) = L[Xl, . . . ,x,; Y1, . . . ) YJ, Oti les Xi et les Yi sont soumises aux mCmes 
relations de commutation que prkkdemment. 
Atr(K) s’identifie alors au sous-anneau KIX1, . . . ,X,; Y1, . . . , Y,] de L engendrk 
par K, les Xi et les Yi (1 I i I n), et Dfr(K) OK L s’identifie au 1ocalisC de Afr(L) par 
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rapport au systeme multiplicatif S = Afr(K)\{O}. Comme A!:(L) est un anneau 
integre (c’est une extension de Ore iteree de L), on en dtduit que Dz’r(K) @K(L) est un 
anneau indgre. Appliquons ce resultat avec L = K(w) ou w ED$~(K)\K. Si w est 
algebrique sur K, on a 1 < [L : K] = d < + m et d’apres ce qui precede, la K-algebre 
L OK L est integre de dimension finie d’. C’est done un corps (commutatif). Le 
morphisme de K-algebres: L OK L + L dtfini par a @ b wab est alors non nul, done 
injectif, de sorte que d2 = dim, (L OK L) I d, ce qui est faux. Far suite, o est 
transcendant sur K. 
Observation 2.14. Sous les hypoth&es du Corollaire 2.12, n est le plus grand des degrk 
de transcendance SW K des sous-corps commutatifs de Dfr(K) qui contiennent K. 
DCmonstration. Reprenons le debut de la demonstration de l’observation 2.13, et 
notons Btr(L) le localise de Atr(L) par rapport au systeme multiplicatif T des 
monomes de la forme Zfl . . . Z: (pi E N). On a Atr(L) c Bfr(L) = 
T-‘Afr(L) c S-‘At’(L) (puisque T c S), et S-’ Air(L) = SwlBfr(L). 
Comme, par hypothese, les qi (1 I i I n) ne sont pas des racines de l’unite, on 
a K dim @(L) = n, par [S]. 11 en resulte que 
Kdim(D$‘r(K)@KL) = KdimS-iBfr(L) I n. 
On en deduit, par [9], que tout sous-corps L de Dtr(K) qui contient K est de degre de 
transcendance sur K infkrieur ou tgal a n, ce qui acheve la demonstration. 
Observation 2.15. L’observation 2.14 est en fait valide sous l’hypothkse plus faible 
qu’aucum des qi (s I i I n) n’est une racine de /‘unit& 
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